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Bisher und heute

@ Bisher: Assoziationmafe flir Kollokationen: Kookkurrenz,
Signifikanztests, (P)PMI

@ Heute: Darstellung eines Wortes als Vektor der
Assoziationsmafe zu anderen Wértern: sparse embeddings

© Heute: Wiederholung von Standardmathe (Vektorraume,
Vektoroperationen, Normen und Metriken)
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0 Worte als Vektoren



Von Kollokationen zu Embeddings |

Bisher: Assoziationsmaf als Funktion Assoc von der Menge aller
Bigramme zu R

Assoc assoc(wy, ws)
assoCpin 1, wenn mindestens einmal wyws in Korpus, 0 sonst
assoCreq  f(wy,wo)
assoCcond  P(Wao|wq) = f(wy, wa)/f(wy)
assocpm, |Og pP(W1,W2)
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Implizit: Die benutzten Frequenzen und Wahrscheinlichkeiten
beziehen sich auf die Relation relyig.am. Beispiele:

@ Binar: das Bigram wy w» erscheint oder nicht

e Haufigkeit f(wy, w,) ist Haufigkeit des Bigrams w; ws
° ...



Von Kollokationen zu Embeddings Il

Man kann dies auf andere Relationen erweitern. Beispiel: relyins

@ Binar: wy und w» erscheinen in einem Fenster von 5 Tokens
zusammen oder nicht

e Haufigkeit f(wy, w,) ist Haufigkeit des gemeinsamen
Vorkommens in einem 5-Token Fenster

° ...

Assoc assoc(wy, ws)

asS0Cypin 1, wenn mindestens einmal wq, w» in Korpus, 0 sonst
assoCreq  f(wy,wo)

assoCeond  P(Wa|wy) = f(wy, wa)/f(wq)
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relpigram ist eine geordnete Version von relyin



Von Kollokationen zu Embeddings IlI

Wir wahlen eine Relation rel und ein Assoziationsmaf assoc. Wir
kdnnen nun ein Wort w auch als Vektor der AssoziationsmafRe zu
anderen Wortern wy, ... w, eines Vokabulars Voc darstellen.

w = (assoc(w, wy),assoc(w, w»), assoc(w, ws)...,assoc(w, wy))

Hiermit haben wir ein embedding von w, da wir w nun einen Vektor
aus R" zugewiesen haben!



Von Kollokationen zu Embeddings IV

Korpus BNC, Zielwort w, V = { species, computer, animal}, réelyino
(window 5 to the right and 5 to left of w), Afeq = @s50Ceq

cat = (Aneq(cat, species), Aneq(cat, computer), Aneq(cat, animal)) =
(59,5,304)

carnivore =
(Areq(carnivore, species), Axeq(carnivore, computer), Aeq( carnivore, animal
(2 1,1,21 )

airport =

(Areq(airport, species), Axeq(airport, computer), Ageq(a@irport, animal) ) =
(4,12,2)



Von Kollokationen zu Embeddings V

Solange wir fir alle Vektordarstellungen das gleiche Vokabular, das
gleiche Assoziationsmaf sowie die gleiche Relation nehmen, sind die
embeddings verschiedener Wérter vergleichbar (da in den gleichen
Vektorraum eingebettet).

Matrixschreibweise (mit Vokabular in Spalten):

species computer animal

cat 59 5 304
carnivore 21 1 21
feline 2 0 5
airport 4 12 2

Hierbei immer implizit: Assoziationsmaf sowie Relation!



Beobachtungen

@ Vektoren und Matrizen: Gesamte lineare Algebra steht zur
Verfligung

@ Insbesondere: Wir kdnnen die Abstande bzw Ahnlichkeiten
zwischen zwei Wortern als die Distanz der beiden im Vektorraum
messen!



Beobachtungen

species computer animal

cat 59 5 304
carnivore 21 1 21
feline 2 0 5
airport 4 12 2

@ Man sieht die ahnlicheren Wortpaare sind in den gleichen
Vokabulardimensionen “stark” bzw schwach

@ Wenn man unbedacht vorgeht, dann kénnte die Ahnlichkeit
falschlicherweise von der Worthaufigkeit ( = Vektorlange)
abhangen!

@ Die Matrix ist im allgemeinen hochdimensional und “sparse”
(siehe Matrix in Ubungsblatt 1)



Beobachtungen und Fragen

@ Wie wahle ich das Vokabular? Oft die haufigsten n Unigramme
ohne Funktionswérter. Warum?

@ Wie wahle ich die Relation? (Siehe ECL)

@ Was fir ein Assozationsmaf wahle ich? (Diskutiert in vorherigen
Vorlesungen)



Beobachtungen und Fragen

Die gleiche Matrix mit assocpin:

species computer animal

cat 1 1 1
carnivore 1 1 1
feline 1 0 1
airport 1 1 1

@ Wie bekomme ich einfach die Matrix in (P)PMI? (ECL,
Wiederholung nachstes Mal)

@ Wie berechne ich am besten die Vektorendhnlichkeit: jetzt!



e Kurze Wiederholung Vektoren und Vektoroperationen



(Reeller) Vektorraum: Definition

Es sei V eine Menge, & : V x V — V eine innere zweistellige
Verknlpfung (Vektoraddition) und ® : R x V — V eine auBere
zweistellige Verknipfung, genannt Skalarmultiplikation. Man nennt
(V,®,®) einen reellen Vektorraum, wenn gilt fur alle o, 3 € R und
u,v,weVv
Q v (vaw) = (udv)D w(Assoziativgesetz)
@ Existenz eines neutralen Elements (Nullvektors) 0y, € V mit
veOoy=0ypv=yv
@ Existenz eines zu v € V inversen Elements —v € V mit
v (—v)=(-v)®v=0y
Q v u=u®dv (Kommutativgesetz)
sowie

Q@ ao(udv)=(aou)®(aev)
Q (a+B)ov=(aov)e(Bov)
Q (a-p)ov=ac(Bov)

Q 16ov=yv



Wir werden von nun an @ einfach als + schreiben, obwohl es sich hier
um eine Vektoraddition handelt. Ebenso © als -.

Je nach Ambiguitat schreiben wir Vektoren auch mit einem Pfeil v.



Beispiel: R"

Der altbekannte R” := {(v4,...,Vp)|v1,...v, € R} als Menge aller
n-Tupel Uber R bildet einen reellen Vektorraum, wenn man definiert:

@ Vektoraddition zwischen
u=(Ur,Uz,...,Un),v="_(v1,Va,...,Vn) ER"u+v=
(U1, Uz, tn) + (Ve Vo, V) 1= (U Ve, U+ Vo, U+ V)
© Skalarmultiplikation zwischen o € R und
v=(v1,vo,...,vp) ER™
o V=0 (vi,Va,...,Vp) = (0LVq, 0 Va,...,0LVp,)
Er wird auch Koordinatenraum gennant (mit elementweiser Addition
und Skalarmultiplikation).



Weiteres zum R"

@ Neutrales Element (Nullvektor) = (0,...,0)
@ Inverses Elementzu v = (vy,... V) istv=(—vy,...,—Vp)
© Beispiel in der euklidischen Ebene R?

Bild von Martin Thoma, CC BY 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=21388478



Weiteres zum R"

@ Komponenten eines Vektores: i-te Komponente: vq,...Vi,... Vv,
@ Anzahl der Komponenten = Vektordimensionalitét
@ Man kann Vektoren auch vertikal schreiben:

4
Vo
v=|. (1)

Vn

@ Andere reelle Vektorraume: Matrizenrdume (nachste Woche),
reelle Polynome ...



e Normen
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Ordne einem Element eines Vektorraums eine Grof3e zu.

Eine Norm ist definiert als eine Abbildung:

Il V= Rg v [lvl]
mit den folgenden Eigenschaften flr alle v,w € V und o € R:
@ Definitheit: [|[v|| =0 < v=0
@ absolute Homogenitéat: |jo- v|| = |a - ||v||
© Subadditivitat oder Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v]| + ||w||



Eigenschaften

Q [[—vl[=[=1]-[vil=1lvl

@ Aus Dreiecksungleichung:
16]| = |lv+ (=Vv)|| < |lv||+ || = v|| = 2||v|| und damit: Normen
sind immer nicht-negativ
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Verschiedene Normen auf dem R”

Die euklidische Norm oder Lo-Norm:

n
Ivllo =4/} v
i=1

@ Wir Uberlegen uns, warum dies die Normaxiome erf(llt (Tafel)
e Beispiel imR3: [|(1,-2,1)[2=V12+22+12=/6
e Offene Einheitskugel: Menge aller v mit||v||> < 1

X2

(b)
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Verschiedene Normen auf dem R”

Maximumsnorm oder Unendlich-Norm oder Tschebyschev-Norm
[Vl := maxi=1___n|vil

@ Wir Uberlegen uns, warum dies die Normaxiome erflllt (Tafel)
@ Beispiel ImR3: [|(1,-2,1)||« =2
e Offene Einheitskugel: Menge aller v mit ||v||. < 1

X2
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Verschiedene Normen auf dem R”

Summennorm oder Li-Norm:

n
Ivlls =} lvil
i=1

@ Wir Uberlegen uns, warum dies die Normaxiome erflllt (Tafel)
@ Beispiel imR3: ||(1,-2,1)[| =4
@ Offene Einheitskugel: Menge aller v mit ||v||; < 1

X2

'y

hd

[l <1
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Benutzung von Normen
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Normierung von Vektoren, um Langeneffekte zu vermeiden (jetzt)
Induzierung von Metriken (jetzt)

Normen in objective functions beim Maschinellen Lernen, als
Fehlerfunktion (Vorlesung Statistische Methoden)

Normen in objective functions als Regularisierung, um
“Overfitting” zu Trainingsdaten zu minimieren (Vorlesung
“Statistische Methoden”)



Vektornormierungen, Einheitsvektoren

Gegeben sei ein normierter Vektorraum und v ein Vektor, der nicht der
Nullvektor ist. Wir nennen den Vektor m einen Einheitsvektor, denn

es gilt:
el = | [ v][ =1
vl vl
Beispiel im R® Vektor v = (1,-2,1)
@ Mit der euklidischen Norm gilt [|(1,-2,1)[]2 = v/6 und damit der
von v abgeleitete Einheitsvektor v, = H?YHz = (\[ f) und

damit

1Gall2 = /() + (BP+ ()7 = V/1/6+4/6+1/6 =1
@ Mit der Maximumsnorm gilt || (1,—2,1)||. = 2 und damit ist der

von v abgeleitete Einheitsvektor v, =

WVH =(3,5%,%) =(0.5,—1,0.5). Damit ist || Vo[ = 1

27



e Zusammenfassung
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Zusammenfassung
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@ Wir kébnnen Worte als Vektoren von Assoziationsmafen zu
anderen Wortern auffassen — Embeddings

@ Lineare Algebra: Vektorraume und Vektoroperationen

@ Normen in Vektorrdumen erlauben uns, Vektoren eine Gro3e
zuzuordnen

@ Wir konnen Vektoren normieren
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@ Jurafsky und Martin, Edition II: Kapitel 20

@ Gerd Fischer: Lineare Algebra. Eine Einfihrung for
Studienanfanger

@ Serie von Videos von 3Blue1Brown. Startet hier:
https://www.youtube.com/watch?v=£fNk_zzaMoSs&list=
PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitg

e Ubungsblatt 1: Aufgabe 2


https://www.youtube.com/watch?v=fNk_zzaMoSs&list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitg
https://www.youtube.com/watch?v=fNk_zzaMoSs&list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitg
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